高数复习资料（前三章）

考点一：解析式函数求定义域








函数的概念：非空集合到数集上的映射称为函数,记作，，,称为函数的定义域，称为对应法则. 
函数的两个基本要素：定义域、对应法则

解析式函数: ……解析式表达式

定义域：使解析式有意义的自变量的取值范围
1、 分式的分母不为0
2、 开偶次方根，被开方数非负
3、 对数的真数大于0；底数大于0，不等于1
4、 正切的角不等于kπ+π/2，余切的角不等于kπ
5、 反正弦、反余弦，其值在[-1,1]之间
6、 实际意义

方法一：使解析式有意义，列出不等式组，解出的范围
方法二：取特殊值法验证（最大端点值）

 例1、函数的定义域是      .

 例2、函数的定义域是      .


 例3、为使函数与构成复合函数，那么x的取值范围应该是      .

 例4、函数的定义域是      .

考点二：求复合函数的函数值或复合函数的外层函数
1、 










复合函数：设变量是变量的函数，变量是变量的函数.若对于在某范围中的每一个确定的值，依据一个确定的规则总有的值与之对应，而对于的此确定值，按确定的规则有确定的值与之对应，则称为的复合函数.






若，，则；称为外层函数， 为内层函数，为复合函数.
2、 常见题型:
题型一：已知外层函数，求复合函数或复合函数值




，


方法：（代入法）将挖去，再将代入即可.




例1、已知，求，，.


例2、已知，求.
题型二：已知复合函数，求外层函数



 



方法1：（设元法/换元法）令，求出，即求出.



方法2：(凑成法)由求出，即求出.


例3、已知，求.


例4、已知，求.


例5、已知，求.
题型三：已知复合函数，求另一个复合函数









方法：


例6、已知，求.
题型四：已知复合函数和外层函数，求内层函数




，



方法：将变形为的形式，求出.



例7、已知，，求.


考点三：抽象函数求定义域


抽象函数: ……抽象表达式
题型一：已知外层函数定义域A，求复合函数的定义域




，的定义域


方法：令，求出的范围.





例1、已知的定义域为，求,,的定义域.
题型二：已知复合函数定义域A，求外层函数的定义域




，的定义域



方法：令，，求出的范围.



例2、已知的定义域为，求的定义域.
题型三：已知复合函数定义域A，求另一个复合函数的定义域




，的定义域

方法：题型二题型一.



例3、已知的定义域为，求的定义域.


考点四：函数奇偶性的判定
1、 函数奇偶性（整体）








设的定义区间D关于原点对称（即若,则），如果对于D内的任意点，恒有，则称为D内的偶函数，如果恒有，则称为D内的奇函数.
方法1：定义法


偶函数


奇函数
方法2：和差法


偶函数


奇函数

方法3：图像法


图像关于轴对称偶函数

图像关于原点对称奇函数
方法4：结论法
1、 两个偶函数经四则运算和复合运算是偶函数.
2、 两个奇函数的和、差、复合是奇函数，积、商是偶函数.
3、 一奇一偶非零函数的和、差是非奇非偶函数，积、商是奇函数，复合是偶函数.
4、 


和为奇函数（）.
5、 


设的定义域关于原点对称，那么函数为偶函数，为奇函数.
6、 定义域关于原点对称的任意函数，都可以表示为一个奇函数和一个偶函数之和的形式.



考点五：有关求反函数的问题












设函数的定义域为，值域为.若对中的每一个，通过关系，有值与之对应，这就建立了与之间的函数关系，常称为的反函数，常记为.



函数存在反函数的充要条件：原函数是一一对应函数.

原函数与反函数关于直线对称.



题型一：



方法： 



题型二：



方法：


例1、已知，求.


例2、设，求.



考点六：无穷小量阶的比较
1、 无穷小（大）量
1、 无穷小量




若或，则称在时的无穷小量.



若，则称在时为无穷小量.



    无穷小量简称无穷小，常用、、等表示.
注：
（1）、说一个函数是无穷小，必须指明自变量的变化趋势.
（2）、一个绝对值很小的常数不是无穷小量.
（3）、常数中只有数0是无穷小量.
2、 无穷大量




若或，则称在时的无穷大量.



若，则称在时为无穷大量.



    无穷大量简称无穷大，也用、、等表示.
注：
（1）、说一个函数是无穷大，必须指明自变量的变化趋势.
（2）、一个绝对值很大的常数不是无穷大量.
2、 无穷小（大）量的性质


1、，其中为无穷小量.



2、为无穷小量，为有界量，则也为无穷小量.





3、在同一变化过程中，如果是无穷大量，则是无穷小量，如果是无穷小量，则是无穷大量.
3、 无穷小的阶的比较



和是同一个变化过程中，同一个自变量的两个无穷小量且.




1、称是比高阶无穷小，记作.



2、称是比低阶无穷小.







3、称与同阶无穷小，当时，与称为等价无穷小，记作.





4、称是的阶无穷小（为正整数）.
注：


（1）、（）




（2）、，且存在


（3）、当时，；


；.



例1、当时，是的（   ）
A、低阶无穷小B、高阶无穷小C、等价无穷小D、同阶非等价无穷小


例2、当时，与等价的无穷小量是（   ）




A、B、C、D、







考点七：分段函数求待定常数或讨论分段函数的连续性
1、 连续函数的概念
1、定义一：







设函数在点的某邻域内有定义，且也属于的该邻域，若，则称在点处连续.
2、定义二：





设函数在点的某邻域内有定义，若，则称在点处连续.
注：上述两种定义本质是一样的，是连续性的两种等价定义.它们有三个共同的特点，构成了连续性的三个要素：


（1）、函数在点有定义；


（2）、当时，有极限；
（3）、极限值等于该点的函数值.




3、如果函数在内每点都连续，则称为内的连续函数.



   若，则称在点处左连续.



若，则称在点处右连续.






若函数在内连续，且在处右连续，在处左连续，则称在闭区间上的连续.
二、连续函数的性质






1、函数在处连续的充要条件：在处左连续，且在处右连续.
2、基本初等函数在其定义域内都是连续函数.
3、初等函数在其定义域内都是连续函数.
4、区间内单调连续函数的反函数在相应的区间内也是连续函数.










5、设，在处连续，则、、（）、（、可以复合时）在处也连续.
三、分段函数的连续性



1、在处连续.



2、在处连续.



例1、函数在处连续，求的值.



例2、函数在处连续，求的值.


考点八：利用零点定理确定方程根的存在性或证明含有[image: wps_clip_image-11744]的等式
一、连续函数在闭区间上的性质




1、最值定理：设在上的连续，则在闭区间上必能取得最大值与最小值.








2、介值定理：设在上的连续，，则对于任意介于与之间的，必定存在，使得.





3、零点定理：设在上的连续，，则必定存在，使得.

注：零点定理常用来确定方程根的存在性或证明含有的等式.
二、解题的方法步骤

1、构造函数，将方程的一端减去另一端的代数式，且把即可.
2、说明函数在给定区间上满足零点定理的条件，即连续且两端点值异号.
3、利用零点定理说明方程根的存在性





例1、设函数在上连续，且,证明：至少存在一点，使得.







例2、设函数和均在上连续，且，，证明：至少存在一点，使得.



考点九：指出函数间断点的类型
1、 函数间断点的定义




如果在处不连续，则称为的间断点.
注：连续性的三个要素之一得不到满足的点，即为函数的间断点，因此判断函数间断点的步骤是：





1、考察在处有无定义，若无定义，则为的间断点.





2、如果存在，再考察是否存在，如果不存在，则必为的间断点.





3、如果存在，再考察极限值是否等于，如果，则必为的间断点.
2、 函数间断点的类型




1、当与都存在时，则称为的第一类间断点.
注：






（1）、如果存在，在处无定义或，则为的可去间断点.




（2）、如果与都存在，但不相等，则为的跳跃间断点. 




2、当与之一不存在时，则称为的第二类间断点.
注：





（1）、当或时，，则称为的无穷间断点.




（2）、当时，不存在，呈来回振荡情形，则称为的振荡间断点.

例1、函数的间断点是               .



例2、函数，则是函数的（   ）
A、连续点   B、可去间断点   C、跳跃间断点   D、第二类间断点

考点十、导数的复合运算法则
两个可导函数复合而成的复合函数的导数等于函数对中间变量的导数乘上中间变量对自变量的导数。
设[image: ]，[image: ]复合成[image: ]，若[image: ]在点[image: ]处可导，[image: ]在相应点[image: ]可导，则复合函数[image: ]在点[image: ]处可导，且有链式法则[image: ]，其中[image: ]为中间变量.上述链式法则可以用于多层复合的情形.


例1、函数的导数为________.

考点十一、隐函数求导法则
若已知[image: ]，求[image: ]时，一般按下列步骤进行求解：
（1）、若方程[image: ]，能化为[image: ]的形式，则用前面我们所学的方法进行求导；
（2）、若方程[image: ]，不能化为[image: ]的形式，则是方程两边对[image: ]进行求导，并把[image: ]看成[image: ]的函数[image: ]，用复合函数求导法则进行.
例1、设[image: ]，则[image: ]__________________.

例2、设，则[image: ]__________________.
考点十二、由参数方程确定的函数的求导

设[image: ]是由[image: ]所确定.其中[image: ]，[image: ]为可导函数，且[image: ]，则[image: ].且. 

例1、参数方程[image: ]确定函数[image: ]，求.

例2、参数方程确定函数[image: ]，求[image: ].
考点十三、对数求导法则
1、根据隐函数求导的方法，对某一函数先取函数的自然对数，然后在求导.
注：此方法特别适用于幂函数、连乘函数的求导问题.


如，两端取对数有化幂指函数为隐函数.


如（为整数），对两端取对数

化为隐函数.
   2、若干函数连乘、连除、乘方或开方所构成的复合函数求导

例1、函数，求[image: ].

例2、函数，求[image: ].
考点十四、求曲线的切线方程或法线方程
如果函数[image: ]在点[image: ]处的导数[image: ]存在，在几何上表明曲线[image: ]在点[image: ]处存在切线，且切线的斜率为[image: ].
由解析几何可知，曲线[image: ]在点[image: ]处的切线方程为：
[image: ].
如果[image: ]，则曲线[image: ]在点[image: ]处的法线方程为：
[image: ].
如果[image: ]，则[image: ]为曲线[image: ]在点[image: ]处的水平切线. 
例1、过曲线[image: ]在点[image: ]处的法线方程是__________________.
例2、已知函数[image: ]可导，且[image: ]，求[image: ]在[image: ]处的切线斜率为__________________.
考点十五、 求函数的单调增区间或减区间
1、把这里区间换成闭区间及半开半闭或无穷区间结论都正确.
1. 单调区间的分界点是[image: ]的点或[image: ]不存在的点.
1. 求单调区间的方法：
（1）、写出函数[image: ]的定义域，并求[image: ].
（2）、求出[image: ]的点或[image: ]无意义的点，这些点把定义域分成若干个区间.
（3）、在每个区间上讨论[image: ]的正负，确定单调区间.
对于连续可导的函数，可通过解不等式[image: ]（或[image: ]）得函数的单调区间.
1. 如果在区间[image: ]内[image: ]（或[image: ]），但等号只在个别点处成立，则函数[image: ]在[image: ]内仍是单调增加（减少）.
1. 单调函数的导函数不一定是单调函数，如[image: ].
例1、函数[image: ]的单调递增区间为_________.
例2、若在上[image: ]有[image: ]，则曲线[image: ]的单调递增为_________.
例3、函数[image: ]的单调减区间为__________.
例4、讨论函数[image: ]的单调区间.
考点十六、  求函数的极值或极值点
求极值的一般步骤是：
    (1)、求[image: ]；
    (2)、求[image: ]的全部的解——驻点；
    (3)、判断[image: ]在驻点两侧的变化规律，即可判断出函数的极值.
例1、已知函数[image: ]在点[image: ]处取得极大值2，则[image: ]_________，[image: ]_________.
例2、讨论函数[image: ]的单调区间及极值.
例3、若[image: ]是函数[image: ]的极值点，则（   ）                              
A、[image: ]必定存在，且[image: ]       
B、[image: ]必定存在，但[image: ]不一定等于零
C、[image: ]可能不存在
D、[image: ]必定存在

考点十七、  利用罗尔中值定理确定方程根的存在性或证明含有的等式
方法步骤：
(1)、构造函数，函数的导数等于方程的端减去另一端的代数式，且把[image: ]即可.
（2）、函数在给定区间上满足罗尔定理的条件，即连续且可导.
（3）、运用罗尔中值定理，证明方程根的存在性或含有[image: ]的等式.
例1、设函数[image: ]在[image: ]上连续，在[image: ]内可导，证明：至少存在一点[image: ]，使得[image: ].
例2、设函数[image: ]在[image: ]上连续，在[image: ]内可导，且[image: ]，[image: ]证明：至少存在一点[image: ]，使得[image: ].
考点十八、利用拉格朗日中值定理证明连体不等式
方法步骤：
1、构造函数，把中间项变形为两项之差或两项之差的比，观察哪函数，在哪个区间上，函数之差是上述之差.
2、求导，检验是否满足拉格朗日中值定理，利用定理把中间项变为固定的代数式.
3、对此代数式进行放大或缩小，完成不等式的证明.
例1、当[image: ]时，证明：[image: ].
例2、当[image: ]，[image: ]时，[image: ].
[bookmark: _GoBack]简介：本复习资料主要是关于第一章函数、极限、连续，第二章导数和微分以及第三章导数的应用的相关内容，这部分内容所涉及的考点为必考考点，同时也是专升本的重点难点，也是专升本的基础内容，所以要求同学们一定要掌握牢固，通过本复习资料可以使得同学们对前三章掌握更透彻。
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